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Актуальность исследования обусловлена с одной стороны, 

многочисленным приложением интегро-дифференциальных уравнений при 

решении задач естествознания и, с другой стороны, необходимостью развития 

новых конструктивных методов, способствующих эффективно определить 

разрешимость нелинейных задач для интегро-дифференциальных уравнений и 

найти их решения. 

В. Вольтерра в начале прошлого столетия показал, что к интегро-

дифференциальным уравнениям приводится задача о равновесии упругого 

твердого тела с учетом явления последействия.  Возникновение интегро-

дифференциальных уравнений при исследовании различных тенденций в 

области физики, химии, биологии, экономики и др. оказали большое влияние на 

их развитие и широкое применение. Краевые задачи для интегро-

дифференциальных уравнений изучены в работах многих ученых, предложены 

методы решения и способы нахождения. 

Целью диссертационной работы является создание эффективных 

методов нахождения решения и применение метода параметризации Д.С. 

Джумабаева к решению начальных и краевых задач для интегро-

дифференциальных уравнений Фредгольма с нелинейной интегральной частью. 

Задачи исследования:  

a) Установление условия существования и единственности решения 

специальной задачи Коши для систем интегро-дифференциальных уравнений с 

нелинейной интегральной частью; 

b) Построение нового   ∆𝑁  общего решения интегро-дифференциального 

уравнения Фредгольма с нелинейной интегральной частью и выявление его 

свойств; 

c) Получение условий разрешимости нелинейной краевой задачи для 

интегро-дифференциального уравнения Фредгольма; 

d) Построение ∆𝑁 общего решения для квазилинейного интегро-

дифференциального уравнения Фредгольма и нахождение решения краевой 

задачи; 

e) Установление условий разрешимости задачи Коши и краевой задачи 

для интегро-дифференциального уравнения Фредгольма методом усреднения. 

Объектом исследования являются начальные и краевые задачи для 

интегро-дифференциальных уравнений Фредгольма с нелинейной интегральной 

частью. 



Предметом исследования являются изучение вопросов разрешимости 

краевых задач для интегро-дифференциальных уравнений Фредгольма с 

нелинейной интегральной частью методом параметризации, обоснование метода 

усреднения для начальных и краевых задач с малым числовым параметром. 

Научная новизна. 

1. Метод параметризации Д.С. Джумабаев применен к интегро-

дифференциальному уравнению Фредгольма с нелинейной интегральной 

частью. 

2. Установлены условия разрешимости специальной задачи Коши для 

нелинейного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма.  

3. Построено ∆𝑁  новое общее решение интегро-дифференциального 

уравнения Фредгольма с нелинейной интегральной частью. 

4. Метод параметризации Д.С. Джумабаева был применен  к краевой 

задаче для нелинейного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма. 

5. Методом усреднения были решены начальные и краевые задачи для 

нелинейного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма. 

Теоретическая и практическая значимость результатов. Результаты 

диссертации носят, в основном, теоретический характер. Научная значимость 

работы заключается в создании конструктивного метода исследования и 

решения задач для интегро-дифференциальных уравнений с нелинейной 

интегральной частью.  
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Структура и объем диссертации.  Диссертационная работа состоит из 

введения, трех разделов (первый раздел включает 3 подраздела, второй раздел – 

3 подраздела, третий раздел – 2 подраздела), заключения, списка 

использованных источников из 132 работ.  

 Введение включает оценку современного состояния рассматриваемых 

задач, содержит обоснование необходимости проведения научно-

исследовательских работ. Во введении изложены актуальность и новизна темы, 

основные цели и задачи исследования, предложенные к защите положения. 

 В диссертации исследуется краевая задача для интегро-

дифференциального уравнения Фредгольма с нелинейной интегральной частью 

следующего вида: 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 + ∑ 𝜑𝑘(𝑡)

𝑚

𝑘=1

∫ 𝜓𝑘(𝜏)𝑓𝑘(𝜏, 𝑥(𝜏))𝑑𝜏
𝑇

0

, 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝑅𝑛,      (1) 

𝑔[𝑥(0), 𝑥(𝑇)] = 0.                                               (2) 

 

 В первом разделе  рассматривается общая схема метода параметризации 

Д.С. Джумабаева для интегро-дифференциального уравнения Фредгольма с 

нелинейной интегральной частью (1). Основная идея метода параметризации: 

интервал  [0, 𝑇] делится на 𝑁 частей по точкам 𝑡0 = 0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑁 = 𝑇 и 

разбиение обозначается через ∆𝑁. С помощью разбиения ∆𝑁 получаем систему 

нелинейных интегро-дифференциальных уравнений на внутренних интервалах. 

Далее вводятся дополнительные параметры 𝜆𝑟 =̂ 𝑥𝑟(𝑡𝑟−1) и осуществляется  

замена 𝑢𝑟(𝑡) = 𝑥𝑟(𝑡) − 𝜆𝑟 , 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅. Во внутренних интервалах 

получаем систему нелинейных интегро-дифференциальных уравнений с 

параметрами: 

 
𝑑𝑢𝑟

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)(𝑢𝑟 + 𝜆𝑟)  

+ ∑ 𝜑𝑘(𝑡)

𝑚

𝑘=1

∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)𝑓𝑘(𝜏, 𝑢𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗)𝑑𝜏
𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑛

𝑗=1

, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅    (3) 

 

и начальные условия 

𝑢𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ .                                      (4) 

 

Задача (3), (4) называется специальной задачей Коши для системы 

нелинейных интегро-дифференциальных уравнений с параметрами.  

Данная специальная задача Коши является основной вспомогательной 

задачей решения краевой задачи для интегро-дифференциального уравнения 

Фредгольма с нелинейной интегральной частью. Установлены условия 

разрешимости и предложены пути решения задачи (3), (4).  

 Обоснован итерационный метод с демпфирующими множителями для 

решения специальной задачи Коши для системы нелинейных интегро-



дифференциальных уравнений с параметрами (3), (4) и приведены примеры 

описывающий итерационный процесс. 

 Во втором разделе   рассмотрена краевая задача для систем нелинейных 

интегро-дифференциальных уравнений Фредгольма с нелинейной  интегральной 

частью (1), (2). Построено ∆𝑁 общее решение  интегро-дифференциального 

уравнения Фредгольма с нелинейной интегральной частью и выявлены его 

свойства. Подставив ∆𝑁 общее решение в граничное условие и условия 

непрерывности, получим систему нелинейных алгебраических уравнений. В 

соответствии с условиями теоремы для выбранного  разбиения ∆𝑁,  установлена 

разрешимость краевой задачи в терминах  разрешимости системы нелинейных 

алгебраических уравнений. 

 Кроме того, рассмотрено квазилинейное интегро-дифференциальное 

уравнение Фредгольма, соответствующее  уравнению (1). Основываясь на 

решение линейной части этого уравнения, было построено  ∆𝑁 общее решение 

квазилинейного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма и 

найденное решение было применено к исследованию краевой задачи. 

Установлены условия разрешимости линейной краевой задачи для 

квазилинейного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма.  

 В третьем разделе  для решения краевой задачи для нелинейного интегро-

дифференциального уравнения Фредгольма с малым параметром применен 

метод усреднения. Данная задача сведена к краевой задаче для нелинейных 

обыкновенных дифференциальных уравнений. Исследована краевая задача для 

нелинейного интегро-дифференциального уравнения Фредгольма. Условия 

разрешимости рассматриваемой задачи установлены в термине разрешимости 

краевой задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений. 


